Tema 1: Numeros Reales.

En este tema, estudiaremos lo que son los nimeros reales, el conjunto de los nlimeros
realesy los distintos subconjuntos (Naturales, Enteros, Racionales e Irracionales), asi
como las distintas "operaciones” que se pueden llevar a cabo con ellos. Finalmente
obtendremos un leve conocimiento de las potencias y los radicales.

1.- Nameros Naturales.

Habitualmente utilizamos los nimeros naturales para contar. Definimos este conjunto con

laletra N, y estd formado por 0, 1, 2, 3.... La suma y producto de naturales siempre es un

ndmero natural, pero su diferencia no, ya que por ejemplo 3 —5 = —2 ¢ N.® El cociente de

nimeros naturales es natural, si la division es exacta.

2.- Numeros Enteros.

Habitualmente utilizamos los nimeros enteros para expresar la temperatura, dinero

endeudado, etc. Definimos este conjunto con la letra Z .y estd formado por ..-3,-2,-1,

0,1,2,3... Susuma, diferencia y producto siempre es un nimero entero. El cociente es

entero si la divisién es exacta. Podemos observar que N € Z.®

3.- Numeros Racionales.

Definimos un nimero racional como el cociente de dos nimeros enteros con denominador

distinto de cero, como por ejemplo 3 Definimos el conjunto de nimeros racionales con la

letra Q. La suma, diferencia, producto y cociente de racionales es otro racional. Los
nimeros decimales (exactos, periédicos puros y periédicos mixtos) son nlimeros racionales,
salvo los ilimitados. Al final del tema, se puede ver un apéndice, donde se explica el
procedimiento para pasar de nidmeros decimales a fraccién.

4.- Numeros Irracionales.

Son aquellos que poseen infinitas cifras decimales no periddicas y no se pueden expresar

como una fraccién. Definimos el conjunto de los nimeros irracionales con la letra Il. Los

_1+/5

mds conocidos son: T = 3,141592...,e = 2,718 ..., ® . Los radicales también

. . 7
pertenecen a este conjunto, como por ejemplo V3.
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1 , . e “« ” . . L “« ”
)EI simbolo € significa “pertenece”, por lo tanto, el simbolo € significa “no pertenece”.

2 It A e “ A ”
)EI simbolo c significa “contenido”.

Como podemos observar, N C 7Z C (Q.Podemos ver representado estas inclusiones en el

siguiente esquema, en el que ademds podemos visualizar el conjunto II.

-5 -4 -3 -2 -1

0.51666...

Una vez visto los subconjuntos que forman el gran conjunto de los nimeros reales, pasamos
a estudiar a fondo este conjunto.

5.- NUmeros Reales.

Con los nimeros reales podemos realizar prdcticamente todas las operaciones posibles.
Representamos este conjunto, como hemos podido observar en el esquema anterior, con la

letra IR. A cada valor real, le corresponde un punto en la denominada recta real, la cual es

infinita. En la recta real podemos representar los valores reales, precisando tanto como
queramos y aproximando tanto como queramos, pero podemos representarlos incluso de
forma exacta. Podemos observar una representacién de la real en el siguiente esquema:

.5-4 .32-1 0 1 2 3 4 s
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Para representar valores enteros, basta con dar valores en la recta. La representacién de
racionales, se complica un poco por los posibles valores decimales que pueda tener, aln asi
se podria aproximar bastante. El problema mayor, lo podriamos tener al representar
ndmeros irracionales, como por ejemplo un radical, de ahi, que vayamos a dedicar un
apartado de este tema a aprender a representar nimeros radicales.

6.- Representacion de fracciones y radicales.

Primero empezaremos con la representacién de fracciones. Tenemos que diferenciar dos
casos:

e Si el denominador es mayor que el numerador: en este caso, al dividir por un

ndmero mayor, el valor decimal que obtenemos es un valor menor que la unidad, por
lo que el valor a representar estard entre O y 1. En este caso dividimos el intervalo
[0,1] en tantas partes como denominador tengamos y fomamos tantas partes como
numerador tengamos. Veamos un ejemplo:

1
> Vamos a representar E: Como el denominador es menor que el numerador, el

valor estard entre O y 1. Dividimos el intervalo [0,1] en 3 partes, ya que el
denominador es 3 y tomamos 1 parte, luego la representacion es:

1/3 1

==

e Si el denominador es menor que el numerador: en este caso, al dividir por un

ndmero menor, el valor decimal que obtenemos es un valor mayor que la unidad.
Separamos la fraccion en unidades hasta llegar a una fraccién en la que el
denominador sea mayor que el numerador, de modo que representamos el valor a
partir de la suma de las unidades que hemos obtenido junto a la fraccidn, la cual se
representa como en el ejemplo anterior. Veamos un ejemplo:

7
» Vamos a representar 5: Como el denominador es menor que el numerador,

estamos en el caso que vamos a representar. Ahora podemos hacer:
7 3 3 1 1 1
—==-+-+-=1+1+-=2+-.

3= 3 + 3 + 3 +1+ 3 + 3 Luego empezaremos a
representar a partir del dos y dividiremos el intervalo [2,3] en 3 partes, ya
que el denominador es 3,y fomaremos 1, ya que el numerador es 1, luego la

representacion es:
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Una vez que sabemos representar fracciones, pasemos a la representacion de radicales,
siempre y cuando, la raiz no sea exacta. Explicaremos el procedimiento con un ejemplo,
en este caso hemos escogido para representar /5:

1. Ponemos el valor de dentro de la raiz como la suma de dos naturales elevados al
cuadrado en el que el segundo valor siempre tiene que ser 1. En el ejemplo, 5= 4 + 1
= 2%+ 12

2. Una vez obtenido estos dos valores, el primero nos indica en que valor debemos de
empezar a representar, y el segundo, nos indica la altura que debemos elevar. En el
ejemplo, empezaremos a representar en 2 y subiremos 1 unidad hacia arriba.

3. Pinchamos con un compds en O y lo Ilevamos hasta la altura que hemos elevado, y
bajamos de modo que el valor que hemos obtenido es el valor que tenemos que
representar. En nuestro ejemplo la representacion queda de esta manera:

I"\"I 5
1

o 1 2.\/5 3 4 5

Una vez vista la representacién pasamos a estudiar las propiedades de la suma y el
producto de los nimeros reales.

7.- Propiedades de la suma de niumeros reales.

Las propiedades de la suma de nimero reales son:

e Asociativa: (a+b)+c=a+(b+c). Ejemplo: (2+4)++V3=2+(4++3).
e Conmutativa: a+b=b+a.
e Elemento neutro: a+0=a.

e Elemento opuesto: a-a=a+(-a)=0.

8.- Propiedades del producto de nimeros reales.

La regla de los signos de los nimeros enteros y racionales se sigue manteniendo en los
nimeros reales, como era de esperar. Las propiedades del producto de reales son:

e Asociativa: (a-b)-c=a-(b-c).

+ por + = + e Conmutativa:a-b=b-a.

+ por - = - e Elemento neutro:a-1:=a.
- por + = - e Elemento inverso: a % = a.
- por - = +

e Propiedad distributiva de la suma y producto: (a+b) - c =

za-c+b-c.
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Ejercicios.

w

1. Clasifica los siguientes ndmeros en N,Z, Q,I,R: m, 23, 9, —3, 5.83, —.

[ee]

1 8
2. Representar en la recta real los nimeros: 3,v2, Z , 5

3. Probar que los niimeros 8, -2 y V5, verifican las propiedades de suma y producto.

En la siguiente seccion seguiremos estudiando los nimeros reales y la recta real, definiendo
unos subconjuntos de esta, a los que denominaremos /ntervalos. Posteriormente
estudiaremos las semirrectas de la recta real.

9.- Intervalos.

Definimos como /ntervalo, al conjunto de nimeros comprendidos entre dos niimeros dados,
ay b, a los que denominaremos extremos del intervalo. Los intervalos pueden ser,
abiertos, cerrados, semiabiertos o semicerrados:

e Intervalo abierto (a,b): Se representa entre paréntesis y se define como el

conjunto de los nimeros mayores que a y menores que b. {x € Ria < x < b}.(l) En
la recta real, se representan los extremos con O,

o Intervalo cerrado [a,b]: Se representa entre corchetesy se define como el
conjunto de los nimeros mayores o iguales que a y menores o iguales que b.
{fxeRia<x< b}.(z) En la recta real, se representan los extremos con @.

e Intervalo semiabiertos por la izquierda (a,b]: Se representa entre paréntesis

por el extremo que no estd en el intervalo y con corchetes por el que si se incluye
en el intervalo y se define como el conjunto de los nimeros mayores que a'y

menores o iguales que b. {x € R:a < x < b}. Andlogamente se define semicerrado
por la derecha.

Ejemplos de intervalos y su representacion:

i)~
> Abiertos: (-2,3) esequivalentea{x E R:—2 < x < 3}, -2 3

- -
> Cerrados: [3,4] es equivalentea {x € R:3 < x < 4}, 3 4

Los intervalos, salvo los cerrados, los podemos unir mediante el simbolo U, dando lugar a un

intervalo mayor, é intersercarlos mediante el simbolo N, dando lugar a un intervalo menor o
igual que el anterior, en el que se incluyen los valores comunes de ambos intervalos.
También se pueden obtener con estas operaciones semirrectas.
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( )EI simbolo < indica que el valor de la izquierda es menor que el de la derecha. En los intervalos ademas indica

que el valor no se incluye.

( )EI simbolo < indica que el valor de la izquierda es menor o igual que el de la derecha. En los intervalos ademas

indica que el valor si se incluye.

10.- Semirrectas.

Definimos como semirrecta, al conjunto de nimeros menores (6 mayores) que un nimero
real dado, es decir, {x € R:a < x} d{x € R:x < a} (También con los simbolos > ¢ <
segln proceda).

Ejemplo de semirrecta:

o—
> (-2,%) esequivalentea{x € R: —2 < x}, -2

Ejercicios.

1. Haz una tabla clasificando los siguientes intervalos y representdndolos en sus dos
formas distintas: (-5,0), (-3,4], [4.7], [-6,-3).
2. Representa en sus tres formas las siguientes semirrectas:

X

> Los valores mayores que 5.
> Los valores menores o iguales que -3.

3. Clasificay representa en todas sus formas el intervalo obtenido de: (—5,3) U (0,4] .

4. Clasificay representa en todas sus formas el intervalo obtenido de: (—2,3) n (—1,4].

Finalizamos el primer tema definiendo las potencias y los radicales asi como estudiando las
distintas propiedades que estos presentan.

11.- Potencias.

Las potencias no son mds que nimeros reales “disfrazados”. Las representamos como un
nimero real elevado a otro nimero real a", donde a es la base y /7 el exponente. Un

ejemplo de potencia es 2°. Veamos las propiedades de las potencias.

e Producto de potencias con la misma base: a™ - a™ = a"*t™,

e Cociente de potencias con la misma base: a™ : a™ =a™" ™™,

o Potencia de una potencia: (™)™ =a™ ™.
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e Cualquier nimero con exponente O es 1: a® =1

e Cualquier nimero con exponente 1 es el mismo: al-a.

e Producto de potencias con mismo exponente: a” - b™ = (a - b)".

e Cociente de potencias con el mismo exponente: a™ : b™ = (a : b)".

"
( )Observacién: Un numero negativo con exponente par se “convierte” en positivo.

12.- Radicales. Racionalizacion.

Al igual que las potencias, un radical es un valor real “disfrazado”. Lo representamos de la
forma Va, donde 7 es el indice de la raiz y @ >0 es el radicando . Existe una relacion

entre radicales y potencias ya que los radicales se pueden escribir como una potencia:
n m
Va™ = an. De esta forma, podremos trabajar mejor los radicales, ya que el manejo de las

potencias suele ser mds cémodo. Veamos algunas propiedades de los radicales:
e Producto de radicales con el mismo indice: % . T\L/E = n\/a - b.
e Radicales de radicales: W = ""a.
e Divisién de radicales con el mismo indice: ’{/E: % =Va: b.
e Potencia de radicales: (Va)™ = (arlt)m = a% = Va™,
e La raiz “n-esima” de una potencia “n-esima”: Va" = a.

. . ., n n
e Introducir o sacar radical de una raiz: a\/F =va*-b

Una vez vista las propiedades de los radicales, vamos a aprender a simplificar radicales y
para ello vamos a utilizar un radical como ejemplo para ir explicando el procedimiento.
Tomamos para simplificar V/36. El procedimiento es el siguiente:

1. Descomponemos el radicando: 36 =27 - 32, Luego hos queda V2?.32,

2. Aplicamos las propiedades de los radicales para poder simplificar cada producto del
radicando: Y22 - V32 = 27 - 3% = 27 - 32 =23,

3. Volvemos a componer el radicando: V6.

Hay varios procesos de simplificando de radicales, gracias a las propiedades que estas
presentan. Veamos ahora un procedimiento de sacar factores de un radical. Utilizamos por
ejemplo el radical ¥/35 - 2. El procedimiento es el siguiente:

1. Dividimos cada exponente de cada potencia entre el indice de la raiz.
2. Elresto de la divisidn es el exponente al que queda elevado la potencia dentro de la
raiz y el cociente es el exponente de la potencia que queda fuera de la raiz, en este
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caso: 5 entre 3 da como resto 2 y cociente 1y 6 entre 3 da como resto Oy como
cociente 2, luego nos queda: 3 - 223/32,
3. Finalmente agrupamos lo que queda fueray lo que queda dentro: 123/9.

Para introducir valores dentro del radical es justamente el proceso contrario, multiplicar el
exponente de la potencia de fuera por el indice y el resultado es el exponente de la
potencia que nos quedard dentro.

Los radicales también se pueden sumar y multiplicar. La suma de radicales también tiene su
procedimiento y como no, debemos de utilizar las propiedades de los radicales. Debemos de
tener en cuenta que para sumar radicales, estos deben de tener el mismo radicando y el
mismo indice. Explicaremos la suma de radicales con un ejemplo para que lo veamos mds
claro. Vamos a sumar V4 + V/8:

1. Simplificamos los radicales, de modo que dejemos dentro de la raiz el mismo
radical: V22 + ¥/2% = V2 + V2
2. Finalmente sumamos aquellos que tengan el mismo radicando, luego el resultado es

24/2.

A veces, resulta muy Util reducir a indice comdn los radicales, por ejemplo para
simplificarlos, compararlos, o en este caso para multiplicar o dividir radicales. Para ello se
debe calcular el minimo comin mdltiplo de los exponentes de cada potencia del radicando
con el indice del radical. Luego se divide entre el indice anterior de cada radical y se coloca

como exponente de la potencia del radicando. Veamos un ejemplo de esta aplicacidn,
3

4
simplificando el radical Nk

1. El minimo comdn mdltiplo de 1,2,3 es 6, luego el indice de la nueva raiz es 6.
2. Dividimos el indice nuevo entre el de cada raiz y elevamos cada potencia del

<72

radicando a ese nhuevo valor luego nos queda g—.
gonos e 2
3. Aplicamos propiedades de los radicales y simplificamos con las propiedades de las
potencias lo que nos queda dentro de la raiz, luego el resultado final es /2.

Para finalizar este apartado, vamos a aprender a racionalizar. Este procedimiento consiste
en quitar del denominador la raiz y distinguiremos tres tipos de racionalizacién. Como
siempre, deberemos utilizar las propiedades de los radicales. Los tres tipos son los
siguientes:

a
1. Tipo 1: Radicales de la forma ——: Tendremos que multiplicar arribay abajo por

bvc

V. Luego aplicaremos propiedades para simplificar el resultado.
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Fa V2 W2r 2

a
2. Tipo 2: Radicales de la forma W: Tendremos que multiplicar arriba y abajo

or Y ¢" ™. Luego aplicaremos propiedades para simplificar el resultado.

13\/—3V_J—

> Ejemplo: 3535 3\/_ 3\/_

a
3. Tipo 3: Radicales de la forma m: Tendremos que multiplicar arriba y abajo

por el conjugado del denominador, de modo que nos quede el producto de suma de
radicales que dard lugar a la diferencia de los radicando. Luego aplicaremos
propiedades para simplificar el resultado.

> Eiempl 1 V2+yv3 x/_+\/_ _V2+vV3
Jempre: f VB V2B VIHE (v2)P-(3)2 | -1

Ejercicios Propuestos.

—-23

1. Clasifica los siguientes nimeros en N,Z,Q,I,R: e, V5, —8, 6.254, 14 5’ 72"
2. Representar en la recta real el valor V7.
3 7 8 15 15

3. Representar en la recta real las siguientes fracciones: 5'8'7° 32

4. Haz una tabla clasificando los siguientes intervalos 6 semirrectas y
representdndolos en sus dos formas distintas: (—8,—3), (—5,4], (3, ), [0,1],[3,7),
(=, 6].

5. Clasificay representa en todas sus formas el intervalo obtenido de: (—5,3) U (0, )

6. Clasificay representa en todas sus formas el intervalo obtenido de: ((—4,2) U
04n-22.

1 4 1
7. Expresa en forma exponencial o viceversa: a) Y2 b)9: c)lv5 a®> d) (5)3
8. Simplifica justificando las propiedades que utilices: a) ‘Va® b)V Va®
Q)81 - ab - b® d)g-g\/é e) ¥7:v28

9. Reduce a indice comin y ordena los radicales: V7, Y30, Y40, /81.
10. Efectiia: V48 — V12 ++/3
11. Efectda: V108 — 2v/12 — 28 + V54 — 32
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3 2V3 3 3
12. Racionaliza y simplifica todo lo que puedas: a) \/_§ b) NG c) W d) \/—.

5vZ 33/2
13. R li I todo | d b
acionaliza y simplifica todo lo que puedas: a) 3= %/_ )6\/— c) 5\/— 3\/T

3-v3 | 2v3  V3+/5 = 3
14. Racionaliza y simplifica todo lo que puedas: a) - b) 3172 c) NN d) AW

13.- Apéndice.

13.1- Paso de decimal a fraccion.

Veremos los distintos tipos de decimales y su paso a fraccion con un ejemplo como venimos
haciendo de costumbre:

o Decimal exacto a fraccién: Tomamos por ejemplo el decimal 0,75.
1. Llamamos x = 0,75.
2. Multiplicamos "x" por 10 tantas veces como cifras haya después de la coma,
en este caso hay dos luego tenemos que (10 - 10) - x = 75.

3. Finalmente pasamos dividiendo y simplificamos la fraccién, luego nos queda

753

enestecaso — =—
100 4°

o Decimal periddico puro a fraccién: Tomamos por ejemplo el decimal 3,2.

1. Llamamos x = 3,2.
2. Multiplicamos "x
luego nos queda 10x = 32,2

[0} ll

por 10 tantas veces como cifras haya después de la coma,

3. Lerestamos x a ese valor luego nos queda 9x = 32,2 — 3,2.
29
4. Finalmente pasamos dividiendo y obtenemos 5

o Decimal periédico mixto a fraccién: Tomamos por ejemplo 3,52.
1. Llamamos x =3,52.

2. Multiplicamos "x"

luego nos queda 100x = 352,2 y multiplicamos "x

por 10 tantas veces como cifras haya después de la coma,

w ll

por 10 tantas veces como
cifras haya entre la coma y el periodo, en este caso 10x =35, 2

3. Restamos ambos valores y nos queda 90x=352,2 — 35, 2.

317
4. Despejamos y obtenemos el resultado que es 50
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13.2- Error absoluto y relativo.

Definimos cifra significativa como los digitos de una medida que no estdn afectados por un
error salvo una Ultima cifra. De este modo si digo el valor 3,72 metros, 3,7 y 2 son cifras
significativas, en las que 3 y 7 son exactas pero 2 puede tener algin error. Normalmente
solemos redondear a alguna cifra significativay por lo tanto vamos propagando un error de
redondeo. Por lo tanto para obtener el error que se comete vamos a estudiar:

e Error absoluto: Diferencia entre el valor real y el aproximado: Real — Aproximado.
Error absoluto

e Error relativo: Cociente entre el error absoluto y el valor real:
Valor Real

Ejercicios.

1. Pasa a fraccién los siguientes decimales: a) 5,25 b) 6,328 ¢)2,25721.
2. Obtener el error relativo y absoluto al aproximar a 5 cifras significativas:

a) V3 b) m
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